
'

&

$

%

���
��
���

�
	 �
�
��
�
���
� ���
�� 	 �
���
� 	�
�� � �
��� 

! �#" $�
	%�
� $�
� 	%
&�
'� �
� $%�
�
�

()
( *
+,
-/.
0
1231
)
254
672
6489
1
:;
<=?>
@ 4A
2B�C
9

DDDFE
GHI
EJ
KL EI
M JN O
GPRQ
JI
S5TU
N VW
XZY
[XW
N

\ 	 �
�� 	
] �
� � � $
	� �
&^
� � $
_`	
_��

a

! 	 �" $
%� �
b �
cc �
d ��
efg
 

GP Q
JI
S5TU
h GHI
EJ
KL EI
M J �
�
	c �
^  gi
a  j i
_� 

  

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%
���
��
� � %
� 	� �
	�

 & G

(V
,E

)

� > 4
1
�
B �  

� � %�
�$
��
�
� 	 �	
�
� �
� � 	%
	� �
'��	 �
�� �	%

� � %
�� 	%
	� �
' 	
� " 	%

→

� 	c
' _c ��
�%�
�	
' � �

 ��
� 	 �
�� �
	� "
	���
%i
� � %
�� ��
� �	 �
�� �	%

�
;A 4
872
8; >
41
�
B^
� �#" ��
��a �

  

� � %�
� �
� � 	
�'��
	 �
�� �	%

� � %�

 � ��
�
&�	
c �
�� � �
� �
�

→

� 	c
' _c ��
�%�
�	
��%%
�
c 	

� 	 �
�� �	%
� �
	 �
	 ��
	%	 �
� 	� �
% �
�
� 	%

�� "
	%�
�	
�	
��	%
	 �
� 	� �
%�
��%

� `�
�
	 �
�� �	%

 	�
`		 �
� �
	� "
	� �
	
�� 	
8 :
; �
@A :
2 9 �
' ��
		
� " 	

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%�
��
� �
�
��
���
��
�
��
�
�� 	

! � �

(u
,v

)� �
	� "
	� �
�
;A 4
872
8; "
��
�� G

(V
,E

)�
•

(u
,v

)

� %
� ��
�� 	 �
�' ��
e^ � �
c 	� �
	%
a �	 �
� 	 �

u

•
(u

,v
)

� %
� ��
�� 	 �
�� �
^ � �
	 �
� 	 �
a �	 �
� 	 �

v

•

�
	 �
� 	 �

v

� %�
� 
 ��
	 �
�� �
�
	 �
� 	 �

u

�

 $
� ��
� �
� �	
�
	 �%�

! � �

(u
,v

)� �
	� "
	� �
� �
6:
;A 4
872
8; "
��
�� G

(V
,E

)�

•
(u

,v
)

� %
� ��
�� 	 �
� � �
�
	 �
�� �	%

u� �
� v

•

�
	 �
� 	 �

v

� %�
� 
 ��
	 �
�� �
�
	 �
� 	 �

u� �
� �
� �	
�
	 �%�

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%
� ��
�
���

�
� �
� �

� � �

•

� �
� � �	�
� 	�
" ��
�� ��
$
e
 	 �
�'
	� "
	%
� ��
�� 	 �
� � �
�
	 �
� 	 �

•

� � �	�
� 	�
" ��
�� �
� $
� _� 	" �
		

	� �
_� 	" �
		



� $
� _� 	" �
		 ��
$
e
 	 �
�'
	� "
	%
c 	� �
� �
"
� �


� �
_� 	" �
		 ��
$
e
 	 �
�'
	� "
	%
	 �
� 	 �
� �
"
� �

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� �
��
^ �a

•

�
��
�� �
' c 	 �
"��

k

' ��
e�
�
	 �
� 	 �

u
0

� ��
�
	 �
� 	 �

u
k

� ��
" ��
��

G
(V

,E
)

� %�
%	 �
$
	 ��
	 〈

u
0
,u

1
,u

2
,.

..
,u

k
−

1
,u

k
〉�

`� 	 �
	

(u
i−

1
,u

i
)
∈

E

^ �� 	 �
	� %
� �
	� "
	� �

G
� ��
�� 	 �
� � �
	��
�
� `�

�� �
%	�
$
�� �	
�
	 �
�� �	%
a

•

� 	 �
"��
�'
��
��

��$
e
 	 �
�'
	� "
	%
� �
��
��

•

�� 	
��
�� �
� �
� �
� �%
�


�
	 �
�� �	%

u
0
,u

1
,u

2
,.

..
,u

k


	
� " 	%

(u
0
,u

1
),

(u
1
,u

2
),

..
.
,(

u
k
−

1
,u

k
)

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� �
��
^ ��
a

•

�' p

� 〈
u

0
,u

1
,u

2
,.

..
,u

k
−

1
,u

k
〉� u

k

� % �
	��
���

c 	
' ��
e u 0
�

� ��
� � �	�
� 	�
" ��
�� �

u
0

p
;

u
k

•

� �
e�c 	
��
��
�' �
cc �
	 �
�� �	%
� �
	
� � %
�� ��
�^ �
�� �
�%%
� �
"a

〈1
,2

,5
,4
〉

� %�
%�
e�c 	
��
�� �
' c 	 �
"��

�

〈2
,5

,4
,5
〉

� % �
�� �
%�
e�c 	
��
��

•

� % $

 ��
�� �
' p

� 〈
u

0
,u

1
,u

2
,.

..
,u

k
−

1
,u

k
〉

� %�
�� �
�� �$
� $%

% $

 %	 �
$
	 ��
	�
' �	 �
�� �	%
� �

p�
^ 〈u i

≤
0
,.

..
,u

j
≤

k
〉

a

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� 	
��
�
�
�
��
� � �
� �
�

•

�
��
�� 〈

u
0
,u

1
,u

2
,.

..
,u

k
−

1
,u

k
〉

' � �
e%�
�
&�
c 	

�' u
0

=
u

k� �
� p

���%
�
�c 	�
%
� � �
		
� " 	

•

� �
&�
c 	� %
%�
e�c 	
�' u

0
,u

1
,u

2
,.

..
,u

k
−

1
,u

k� �
	
� � %
�� ��
�

� ��
e�c 	%
� 〈

1,
2,

4,
1〉

�
&	% �

〈1
,2

,4
,5

,4
,1
〉�

�
•

� %	
c' _c �
�
�� %�
�
&�
c 	�
' c 	 �
"��
���

� ��
e�c 	
� 〈

2,
2〉

•

� `�
��
�� 〈

u
0
,u

1
,.

..
,u

k
−

1
,u

k
〉� �

� 〈
u
′ 0
,u

′ 1
,.

..
,u

′ k
−

1
,u

′ k
〉

' � �
e

�� 	%
�
e	�
&�
c 	�
' ∃
j
∈

N

% $�
�
�� �
�

u
′ i
=

u
(i

+
j
)

m
o
d

k

' � �

i
=

0,
1,

..
.
,k
−

1�

� ��
e�c 	
� 〈

1,
2,

4,
1〉

� 〈2
,4

,1
,2
〉� 〈

4,
1,

2,
4〉

�

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� 	
��
�
�
�
�
�
��
� �
��

� ��
� �
� �
� �

�
��
�� 〈
u

0
,u

1
,u

2
,.

..
,u

k
−

1
,u

k
〉

' � �
e%�
�
&�
c 	

�' u
0

=
u

k� �
� �
cc �
�� 	 �
�
	 �
�� �	%
� �
	
� � %
�� ��
�

� ��
�
&�
c � �
" ��
��
� %�
" ��
��
`� �� �
��
&�
c 	

�
� � �	�
� 	�
" ��
��
����
�� %�
�
&�
c � �
� %
� 	 ��
� 	�
; 1>

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� �
�
��
�� ��
� �
� �
�

� �
� � �	�
� 	�
" ��
�� �

•

� �
� �
� � �	�
� 	�
" ��
��
� %�
� ��
	�
� 	�
�' 	 �
	 �
&�
`� �
	 �
�� �	%
� �
	

�� �
�
	�
� 	�

 &�
��
��

•

�� 	�
� ��
	�
� 	� �
�
e�� �
	 �
� %
' � �
e	 �$
� ��
c 	 ��
	�
c �%
%	%
�'��
	 �
�� �	%

$�
� 	 �
�� 	

� � % �
	��
���

c 	
' ��
e� �	
c �
�� � �

� ��
��
^ 
a
���%

� �� �
�
	�
� 	� �
�
e�� �
	 �
� %

•

� �
� �
� � �	�
� 	�
" ��
��
� %�
� ��
	�
� 	�
�' �
����%
	 ���
�c &
� �
	�
� ��
	�
� 	�

��
e�� �
	 �
� �	 �
	 �
&�	 �
� 	 �
� % �
	��
� �

c 	
' ��
e	 �
	 �
&�
�� 	 �
�
	 �
� 	 �

� �$
� ��
c 	 ��
	 �
	c �
�� � �

�

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� �
�
��
�� ��
� �
� �
�

� � �	�
� 	�
" ��
�� �

•

� �
� � �	�
� 	�
" ��
��
� %%
� �� �
"c
&�� �
�
	�
� 	�
�' 	 �
	 �
&�
`� �
	 �
�� �	%

� �
	 �
	��
���

c 	
' ��
e	��
� �
�� 	 �

•

�� 	%
� �� �
"c
&�� �
�
	�
� 	� �
�
e�� �
	 �
� %�
' �
" ��
�� � �
		 �
$
� ��
c 	 ��
	

�
c �%
%	%
�'��
	 �
�� �	%
$�
� 	 �
�� 	

� � �
	
e$
� $�
cc &�
	��
���

c 	

� �	
c �
�� � �
�

•

�
� � �	�
� 	�
" ��
��
� %%
� �� �
"c
&�� �
�
	�
� 	�
�' �
����%
� �
c &� �
	

%
� �� �
"c
&�� �
�
	�
� 	� �
�
e�� �
	 �
�

� %
� �� �
"c
&�� �
�
	�
� 	� �
�
e�� �
	 �
� % �

{1
,2

,4
,5
},
{3
},
{6
}�

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� ��
��
��
�� �

� �
� �
���

� `�
" ��
�� %

G
(V

,E
)� �

� G
′ (

V
′ ,

E
′ )�

�	
� %�
e� �
�� � �
�' ∃
�

 �
 	�
�� � �

f

� V
→

V
′% $

��
����
� (u

,v
)
∈

E

�� ((
f
(u

),
f
(v

))
∈

E
′

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%�
�

� � �
� �
� �
�
��
�
���
� �
� �
�

G
′ (

V
′ ,

E
′ )

� %�
% $

 " ��
�� �
' G

(V
,E

)

�' V
′
⊆

V

� �
� E

′
⊆

E

� � �	 �

V
′
⊆

V

��� 	%
$

 " ��
�� �
' G

� �
� $�
	�

 & V

′
� %

G
′ (

V
′ ,

E
′ )

`� 	 �
	 E

′
=
{(

u
,v

)
∈

E
:
u
,v
∈

V
′ }

�� 	%
$

 " ��
�� �
'^ �
a � �
� $�
	�

 &
�� 	
�
	 �
� 	 �%
	�

{1
,2

,3
,6
}

� %
^ �
a �

`� ��

V
′
=
{(

1,
2)

,(
2,

2)
,(

6,
3)
}

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%
�� �
��

� ��

←
→

�
��
� �
��

� ��
� �
� �
�

•

� �
� � �	�
� 	�
" ��
�� G

(V
,E

)
−
→

� � �	�
� 	�
" ��
�� G

′ (
V
,E

′ )

� �
	 �
&	
� " 	

(u
,v

)

� % �
	 �
c ��
	�

 &
� `�
� � �	�
� 	�
	� "
	%

(u
,v

)� �
�

(v
,u

)


 V

�%�
e	


 E
′� (

u
,v

)
∈

E
′
⇔

(u
,v

)
∈

E

•

� � �	�
� 	�
" ��
�� G

(V
,E

)
−
→

$�
� � �	�
� 	�
" ��
�� G

′ (
V
,E

′ )

�c �
e� ��
� 	%
	c'
_c ��
�% �
� 		
�	
� " 	%
��

	
e� �
	
� � �	�
�� � �%
��

	
e� �
	

� $
�c � ��
� 	%


 V

�%�
e	


 E
′� (

u
,v

)
∈

E
′
⇔

u
6=

v
an

d
(u

,v
)
∈

E

� �	 �
�
� %	
�
��� _�

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%
�
�� �
�� �
�

� `�
�
	 �
�� �	%

u� �
� v� �
	 �
	�#"
�

 � �%

•

� �
� � �	�
� 	�
" ��
�� �

u� �
� v� �
	�
� 
 ��
	 �
�

•

� � �	�
� 	�
" ��
�� �

u� �
� v� �
	 �
	�#"
�

 � �%
� �
� � �	�
� 	�
�
	 �%
� � �
�'

" ��
��
^ � �	 ��
	� ��
	 �

(u
,v

)

� �

(v
,u

)� �
	 �
	�#"
�

 � �%
a

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� �
��
� �� � �
� �
� �
^ �a

( @ C
�= 8
2 8>
41
�
B K

n

.$�
� � �	�
� 	�
" ��
��
� �
`� � �
� 	
�
	 �
&��
� ��
'

	� "
	� �
	�
� 
 ��
	 �
�

K
K

K
K

2
3

4
5

( �
7= 8>
41
�
B C

n

.

C
C

C
4

3
5

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� �
��
� �� � �
� �
� �
^ ��
a

�A �1
42
A 2 8>
41
�
B G

(V
,E

).$
�
� � �	�
� 	�
" ��
��
� �
`� � �
� V
� %

�� �
�� �� � �
	�
� �

V
1� �

� V
2

� (
u
,v

)
∈

E
⇒

u
∈

V
1� �

� v
∈

V
2

� d

v
∈

V
1� �
� u

∈
V

2

0<�
.
� � �	�
� 	� �
�
&�
c � �
" ��
��

� � 4
88�
2548
8 .�
� ��
	�
� 	� �
�
&�
c � � $
�
� � �	�
� 	�
" ��
��

�
@ 489
2 .
��%%
�
c
&�
� %�
� ��
	�
� 	� �
�
&�
c � � $
�
� � �	�
� 	�
" ��
��

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� �
��
� �� � �
� �
� �
^ ��

�a

�
6= 2
A > 4
1
�
B .$�
� � �	�
� 	�
" ��
��
`� ��
e$
c ��
�c 	
	� "
	%� �
� %	
c' _c �
�
�%

� 8A >
B 2 8
; > 4
1
�
B .�
" ��
��
^ � �
� �#" ��
��a
`� ��
�� 	�
��
� �� � �
�
c

���
�	 �
� &
�� �
� 	��
� 	
� " 	

e

���%
�%
%��
� �
� 	�
`� ��
� � �
�	�
c �$
e
 	 �

w
(e

)��
cc 	
� � �
� %
��
���
� 	 �

11
4

3

-2

30

4
1

1
2

467
8

5
3

7
0 4

3-6

3

12



�
�8 4>
41
�
B .$�
� � �	�
� 	�
" ��
��
`� ��
�
&�	 �
	� "
	% �
	� "
	%�
� ��
	�
�� �
"

� �
� �

 � � ��
�
&�$
e
 	 �
�'��
	 �
�� �	%
^ � �%
� 	�
� �
' � �
c &i
a

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%� �

�
�
�
� ��
�
�
�� �
� �	 �
�
� %	
��� _f

����
����	

�
�
�
�
� �	
��
�

•

�B
8@ 4
8 C
, .

� 	�

G
=

(V
,E

)


 	� �
$�
� � �	�
� 	�
" ��
��
`� ��

e

	� "
	% � �� 	 �

2e
=

∑

v
∈

V
d
e
g
(v

).

•

� 4
@@
� .

� 	�

X
=
{(

e
,v

)
:
e
∈

E
,v
∈

V
,e

� �
� v� �
	� �
�
�� 	 �
� }�

� 	
`�cc �
�
e�$
� 	
�� �
� `�
`�
&% �
� ��
� 	
� " 	

e
∈

E

�� %
� ��
�� 	 �
�

`� ��
	 ���
�c &i
�
	 �
�� �	%
�

�� $%
�

� =
2e

.

� c %�
�	�

��
�
	 �
� 	 �

v
∈

V

� %
� ��
�� 	 �
�
`� ��
M I
�^ v

a 	
� " 	%
�

�� $%
�

`	���
�
	
�� �
� �

=
∑ v
∈

V
M I
� (v

).

� 	�
�� �
"
�� 	%
		 �
$�
c �
`	���
�
	�
� 	 �
	% $
c �

•

( @ 4
@== 1
4
�

� .
� �$
�
� � �	�
� 	�
" ��
�����
%� �
	 �	 �
�$
e
 	 �
�'

�
	 �
�� �	%
�'
�
��
� 	" �
		 �

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � � �vy���|�wZ��|�~������������Z�



'

&

$

%
�
�
�

� � �
�� �

� ��
��
^ �
&�	 �
" ��
��a ��
	 �
� 	 �
^ �	 �
�� �	%
a �	
� " 	
^ �
&�	 �
	� "
	a �	 �
� ��
� �
� �

� � �	�
� 	�
" ��
�� �$�
� � �	�
� 	�
" ��
�� �
� �
" �%
	c'
_c ��
� �� ��
�� 	 �
�	
�

�
� 
 ��
	 ��
& �
� 	" �
		
�' �
�
	 �
� 	 � �
� $
� _� 	" �
		 �
� �
_� 	" �
		 �
��
�� �
��
��

c 	 �
"��
�% $


 ��
�� ��
&�
c 	 ��
�
&�
c � � �
�� �
�
	�
� 	�
" ��
�� ��� �
�
	�
� 	�

��
e�� �
	 �
� % �%
� �� �
"c
&�� �
�
	�
� 	�
^ � �#" �
�
��a �� %�
e� �
�� � �
" ��
�� % �

% $

 " ��
�� �� �
� $�
	�
" ��
�� ��
	�#"
�

��� �
��
e�c 	
� 	" �
�
�� �

 � �� �
�� � 	

" ��
�� �
� �
" �
^ ' �	
	a
� �	
	 �
e$
c ��#" ��
�� �
`	�#"
� � 	
� " ��
�� �

kmlonplrqtsvuxwvy{z}|�~ � � �vy���|�wZ��|�~������������Z�


